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INTRODUCCION TEORICA

Formas Cuadraticas

o n .y _ n
1) Forma cuadratica en el R" es toda expresion de la forma F = zi,jzlai,inXj

donde los coeficientes a;; y las variables xi, Xj toman valores reales y se verifica que a;; = aj;
Los coeficientes determinan una Matriz simétrica de orden n

a;p @Ay Ag, , .
Reciprocamente cada Matriz cuadrada,
M= |ad,; ad,, ad,;, simétrica de orden n estd asociada a una
a a a forma cuadratica de orden n
n,l n,2 n,n

2) Una forma cuadratica F se llama definida positiva , si F > 0 para todo sistemas de
valores no simultaneamente nulos de las xi , xj variables

3) Una forma cuadratica F se llama definida negativa , si F < 0 para todo sistemas de
valores no simultaneamente nulos de las xi, xj variables

4) Una forma cuadratica F se llama semidefinida positiva , si F > 0 es decir se
conserva positiva, anuldndose solo para algin sistema de valores de las variables xi , xj

5) Una forma cuadratica F se llama semidefinida negativa , si F < 0 es decir se
conserva negativa, anulandose solo para algun sistema de valores de las variables xi , xj

6) Una forma cuadratica F se llama indefinida , si F toma valores positivos, nulos o
negativos, para distintos sistemas de valores de las variables xi , xj.

Llamaremos H al determinante de la
Matriz M de los coeficientes de la forma .
cuadratica a

donde djj = aji

Al menor complementario de orden
k <n extraido de H lo llamaremos Hy




TEOREMA 1

Sea F = Z:jzlai,inXj donde los coeficientes a;; y las variables xi , Xj toman

valores reales y se verifica que aj;; = aj;

La condicion necesaria y suficiente para que F sea definida positiva es que Hx > 0 para
k=1.n

La condicidn necesaria y suficiente para que F sea definida negativa es que (-1)° Hy >
0 para k=1.n En estaultima expresion, para k =1 (impar), Hy debe ser negativo, de
lo contrario no se puede asegurar nada.

DEMOSTRACION

.. ., . 2
Nos limitaremos a efectuar la demostracion en el espacio R

—v2 C iy s = - 2 2
F_'zi_jzl aLJXIXJ—-alexl+4hlxlx2—%asz2x1+aQJx2X2-—ahrxl4—2ahrxlx2—%alrx2
b

yaque ajp =ajy; multiplicamos y dividimos la expresion por a ;; y en los dos primeros
términos completamos el binomio cuadrado haciendo el siguiente artificio

2 2 2
a 1,1 a a a
F = xi+2.—2tla Lx,x, + —2x? - L2 x2+a,,x]
al,l al,l a1,1 al,l
L ( ) (: )
F = a,,;.X,; + a,;,.X, + a,,.a,, — a;, )Jx,;
a a .,
. 2 a,; 4, 2
En el espacio R°, H, = =(a,,a,,—a,, ) y H=a;y reemplazamos en F
ay; Ay, C ’
1 2 1 2
F=—(a1’1.xl+a1~2.x2) +—(H2).X2=F(X1,X2)
Hl Hl
Entonces si
H1 >0 . . H1 <0 . .
F es definida positiva , F es definida negativa
H,>0 (-1)"H,>0

EXTREMOS DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

En éste tema se estudiara la teoria de maximos y minimos relativos, (o locales), de
funciones de varias variables independientes o bien relacionadas entre si mediante ciertas
condiciones adicionales, que al igual que para funciones de una variable independiente
constituye una importante aplicacion del célculo diferencial, y en particular de la férmula de
Taylor. Veamos, entonces, los extremos libres en primer término.



EXTREMOS LIBRES DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

(Y33

Aqui denotaremos por y = f(X1,X2,X3,......Xs) = f(X) una funcién de “n” variables
independientes definida en un cierto subconjunto S de R", @ = (aj,ay,..., a,) un punto de Sy
N =N(a, r) un entorno del punto a, de radio r > 0.

Definicion 1: Se dice que y = f(X) tiene un maximo relativo o localen a € S, si:
dr>0/V X €S n N(a,r):f(Xx)<f(a)

Definicion 2: Se dice que y = f(X ) tiene un minimo relativo o localen a € S, si :
dr>0/V X € S n N(a,r):f(a)<f(X)
Definicion 3:  Se dice que y = f( X ) tiene un extremo absoluto o global en a € S, si:

DV X eS:f(xX)<f(a), obien:

)V X e S:fla)<f(X)

En el caso (I), f(a) constituye el maximo absoluto de f, y en el caso (II) f(a)
constituye el minimo absoluto de f.

Nota: Los méximos y minimos locales se denominan extremos relativos o locales. La
palabra “relativo” (“local”) indica que se compara el valor de la funcion en el punto X = a
con los valores que ella toma en una vecindad de dicho punto solamente. Asi, una funcioén
con maximos y minimos locales puede tomar valores mayores que sus maximos locales y
menores que sus minimos locales. Ademads, notemos también que una funcion y = f(X) puede
tener varios maximos y minimos locales, iguales o no entre si. Estas ultimas observaciones,
para el caso de funciones de una variable, se justifican al considerar la siguiente figura.

y 4 y= KXO/\
v
/_“_\4
/
—
a J /
I‘ >
/b ¢ d e X
\\_‘mr ,//7




Condiciones necesarias para la existencia de extremos locales de funciones derivables

Teorema: Sea y = f(xi, X2,......, Xp) = f( X) una funcién definida en un recinto S (conjunto
abierto y conexo de R") y derivable en un punto a = (ay, a,,....., a,) € S. Condicion necesaria
pero no suficiente para que f tome un valor extremo local en X =a es que:

of(a) 0 es decir que en ese punto X =a se anulan
ox, - todas las derivadas parciales de primer
t(a orden de f.

o),

0x, (1)

of (a) _0,

0x,
Demostracion: Supongamos que y = f( X ) toma un valor extremo local en el punto a €
S. Ahora consideremos las variables x;, Xa,......, X, fijadas en los valores a, as,....., a,

respectivamente. En estas condiciones, resulta y = f(x, ay, as,...., a,) = F(x;) una funcion de la
unica variable “x;”. Por otra parte, esta funcion F(x;) debe tener un extremo local en x; = aj,

como es obvio, y por ello, al ser F(x;) = f(x), a2, as,..., a,) derivable en x; = a;, debe ser
dFx _ 0 dFx df (x,.a,.....a,) _0f(a,,....a,)

eén X,=a,; pero =0 en X.=a. es
1 1
dx, dx b dx, 0x,

Luego, resulta L(a) = 0 . En forma andloga se prueban las demas relaciones (1).
X
Ahora veamos que si se verifican las relaciones (1), pueden presentarse distintas situaciones
en una vecindad del punto X= a.
Es decir, veamos que (1) no es una condicién suficiente para garantizar la existencia de
extremo de f(x) en X= a (como lo prueba el ejemplo 3).

Ejemplo 1:

Sea f(x,y) =9 - x2 - y2, V (x,y) € R2. Las derivadas parciales de primer orden de f
son

f(x,y) = - 2x,

f(x,y) = - 2y.

Asi vemos que (0,0) es el tnico punto en el cual se anulan simultdineamente ambas
derivadas parciales de primer orden de f (punto critico de f).Por otra parte, es
vV (xy) € RZ:f(x,y) =9 -x2-y2=9-(x2+y2) < 9=10,0).
Luego, f tiene en (0,0) un maximo local. También aqui se ve que f(0,0) = 9 es el madximo
absoluto de fen R2.




Ejemplo 2:

Sea f(x,y) =9 +x2+y2 V (x,y) € R2.
Calculamos las derivadas parciales de primer orden de f.

fi(x,y) = 2x

fy(x,y) =2y

Vemos que en (0,0) se anulan simultdineamente estas derivadas parciales de f.
Ademas V (x,y) € R2: f(x,y) =9 + xZ +y2 > 9 = {(0,0).

Entonces, f tiene en (0,0) un minimo local .

Obviamente también f(0,0) = 9 resulta ser el minimo absoluto de f'en R2.

w

Ejemplo 3:
f (x,y)=2x
f(x,y)=-2y

Como siempre, calculadas las derivadas parciales de primer orden de f, vemos que en
(0,0) se anulan estas simultaneamente. Luego (0,0)es un punto critico de f.

Notamos que : V y # 0 : f(0,y) = 02- y2 =-y2< 0 =1(0,0). Y también que V x =0 :
f(x,0) =x2-02=x2> 0=1(0,0).

De lo anterior concluimos que en todo entorno de (0,0) existen puntos (x,0) para los

cuales f(x,0) > £(0,0) y puntos (0,y) para los cuales f(0,y) < £(0,0).
Entonces resulta que en (0,0) f no tiene extremo local, aunque en ¢l ambas derivadas

parciales de f se anulan simultdneamente.

Sea f(x,y) =x2 -y2, V (x,y) € R2 Luego, es {




Observaciones:

1)Si y = f(X) es diferenciable, las condiciones (1) implican que la diferencial total de
fen el punto a en el cual f'tiene un extremo relativo, es nula:

af(a).dx1+ ............. + of(@)

X, X

df (a) = dx, =0dx, + . +0.dx,=0

n

Luego, si f es diferenciable, las condiciones (1) quedan resumidas en:d f(a) =0 (2)
En particular, si f es una funcion de dos variables independientes z = f(x,y), la condicién (2)
implica que el plano tangente a la grafica de f en el punto (a;, az, f(a;, a)) -cuya ecuacion es:

z - f(ai, ap) = fx(ai, a2) . (x - a1) + fy(a, a2) . (y - a2) = d f(ay, a») -es horizontal, puesto que
resulta: z - f(a}, a) =d f(a}, a2) = 0, o sea z = f(a;, a,) constante.

En la practica, para determinar los extremos de una funcidn derivable, se comienza por
resolver el sistema de ecuaciones (1), obteniéndose un numero finito o infinito de raices (aj,
a,....., an), (b1, ba,....., by) que se denominan puntos criticos, estacionarios o extremantes de la
funcién f porque en ellos puede haber extremo relativo o absoluto de f.

El examen directo del comportamiento de f en entornos de cada uno de ellos acaba de decidir
la cuestion.

CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA EXISTENCIA DE
EXTREMOS LOCALES

En general, el problema de detectar extremos de funciones de varias variables puede
llegar a ser muy complejo. Aqui s6lo se estudiara, como aplicacién de la férmula de Taylor,
un teorema que provee condiciones suficientes para la existencia de extremo local en un punto
critico dado, en el caso de una funcion de dos variables independientes que cumpla ciertas
condiciones.




Para estudios mas detallados y generales del tema en cuestion, remitimos al estudiante
a la abundante bibliografia existente sobre el particular; por ejemplo: Andlisis Matematico,
Rey Pastor - Pi Calleja - Trejo, volumen 2, Editorial Kapelusz, 1957.
Antes de pasar al teorema mencionado, recordaremos un teorema de Bolzano - Weierstrass, y
daremos una definicion que nos sera de utilidad en lo que sigue.
Teorema:(Bolzano - Weierstrass)

Si una funcién y = f(x) esta definida en un intervalo cerrado [a,b] y es continua en él,
entonces 3 p € [a,b],3 q €[a,b] / f(p) = max. f(x) » f(q) = min. f(x) con x € [a,b]
Definicion:

Si f(x,y) es una funcion definida en un recinto D, con derivadas de segundo orden
continuas, llamaremos Hessiano de f en D al siguiente determinante funcional.

f.(xy) f,(xy)

i (5,Y) fyy<x,y>}=f“ (5,3)-£,, (6.) =1, (%) ¥ (xy) € D.

H(X,y){

Teorema:  Siuna funcién z = f(x,y) definida en un recinto R R? tiene derivadas parciales
segundas continuas en un entorno del punto P(a,b) y no simultineamente nulas en el punto
P(a,b), siendo fi(a,b) = fy(a, b) = 0, entonces :

1
2)
3)
4)

H(a,b) =fu(@,b).fiy(ab)- [y > (a, b) |50 y fix(a,)<0 = tiene un maximo local en P(a,b).

H(a,b)>0 y fix(a,b)>0= f tiene un minimo local en P(a,b).
H(a,b)<0= ftiene en P(a,b) un punto de ensilladura, donde no hay extremo local.
H(a,b)=0=> no se podra afirmar o negar la existencia de extremo local en P(a,b).

Demostracion:
Supongamos entonces que la funcion z=f(x,y) definida en un recinto Rc R” tenga
derivadas parciales segundas continuas en un entorno de un punto critico P(a,b) de f del

recinto R y que estas derivadas no se anulen simultaneamente en P(a,b).

Desarrollando la funcién f(x,y) por la formula de Taylor para n=1 en un entorno del
punto critico P(a,b), tendremos:

f(a+h,b+k)=f(a,b)+(3.h+ik) f(a,b)+l((i.h+3k)2 f(a+6h,b+6k) con 0<6<I
ox oy 2! 0x oy

Ahora, teniendo en cuenta que es fy(a,b)=fy(a,b)=0 y la continuidad de las derivadas
segundas en P(a,b), resulta:

Af(a,b) = f(a+h,b+ k) —f(a, b) = %[hz(fx)ﬁ &)+ 2hk(f,, + &, )+ k2 (F,, + &, ),

con €,=€(hk)—>0 para p=+,h?+k? 50 (i=123),esdecir




1

A fa, b) = (fxxh2+2fxyhk+fyyk2)+é—o(p2) (a)

N

donde fi, fyy, fyy indican derivadas tomadas precisamente en el punto P(ab), y
0(,02)=81 h2+2‘92hk|—g3 k? es un infinitésimo para p — 0 de orden superiora p°.

Recordemos que si en un entorno de (a,b) es
AF >0 en (a,b) existe un MINIMO RELATIVO ESTRICTO
AF <0 en (a,b) existe un MAXIMO RELATIVO ESTRICTO
AF >0 en (a,b) existe un MINIMO RELATIVO AMPLIO
AF <0 en (a,b) existe un MAXIMO RELATIVO AMPLIO

Si h y k son suficientemente pequefios el signo de AF es el signo del primer paréntesis

en (a)
Pero esa expresion es una forma cuadratica en h y k cuyo determinante vale H = [f” fxy}
yx yy
2 a(f(x)af(y)) . .
=f .f  —f ~=———— este determinante recibe el nombre de HESSIANO de la
XX yy Xy a(x , y)

funcion f(x,y).

B Si la forma cuadratica es definida positiva AF > 0 en (a,b) existe un MINIMO
RELATIVO ESTRICTO

B Si la forma cuadratica es definida negativa AF < 0 en (a,b) existe un MAXIMO
RELATIVO ESTRICTO

B Si la forma cuadratica es indefinida AF no tiene siempre el mismo signo tomando
valores positivos y negativos.

B No obstante que el plano tangente es horizontal a la superficie en el punto (a,b) no
existe extremo y este es un PUNTO DE ENSILLADURA.

B Si la forma cuadratica es semidefinida, AF tomara signo constante, anuldndose para
algun conjunto de valores de h y k (no simultdineamente nulos).

B Este se trata de un caso DUDOSO porque no podemos afirmar o negar que en (a,b)
exista extremo relativo.

El Plano tangente a la superficie no lo es solo en un punto, sino a lo largo de una recta
llamada singular. Se trata entonces de un CASI-MINIMO o un CASI-MAXIMO segun que la
forma cuadratica sea semidefinida positiva o negativa respectivamente.

Entonces dada z=f(x,y) para determinar los puntos extremos hacemos lo siguiente:

1) Hallamos las derivadas primeras de f(x,y) respecto de x e y respectivamente.

f (x,y)=0

y resolvemos el sistema y hallamos
f,(x,y)=0

2) Planteamos el sistemas de ecuaciones {

los puntos criticos P(a,b) , Q(a’,b") etc.



fxx fxy 2 a(f(x)’f(}’))
3) Calculamos el HESSIANO H = =1, . w Iy T, o~
f)’x f)’)’ a(x’ Y)

4) Y reemplazamos en H las coordenadas de los puntos criticos P, Q, etc.

H Si H(a,b) > 0 existe maximo o minimo ? Recordamos el teorema de las formas
cuadraticas que nos aseguraba que F es definida positiva si H1 y H2 son positivo
AF > 0y por lo tanto existe un MINIMO RELATIVO.

®  Si H,=f.(a,h)<0 en (a,b) existe un MAXIMO RELATIVO.

® Si H(a,b) =0 Ila forma cuadratica es semidefinida y tendremos en (a,b) un caso
DUDOSO.

B Si H(a,b) <0 Iaforma cuadratica es indefinida y tendremos en (a,b) un PUNTO
DE ENSILLADURA.

EXTREMOS DE FUNCIONES CON VARIABLES LIGADAS O
EXTREMOS CONDICIONADOS

INTRODUCCION

Los problemas de maximos y minimos locales se presentan con frecuencia en forma
tal que las variables no son todas independientes. Sin embargo, en muchos casos las
condiciones de vinculo no permiten despejar unas variables en funcion de otras.

Es por ello que se buscan métodos que puedan utilizarse también cuando las
condiciones de vinculo solamente definen funciones en forma implicita.

Sea en general z = f(x,y) una funcién diferenciable de dos variables, estando ligadas
estas por una ecuacion diferenciable g(x,y) = 0.

Si se cumple la condicion Z—g #0, se podra considerar y = y(x) definida en forma
y

implicita por g(x,y) =0, resultando z = f [x , Y(X) ] =H (x).

Buscamos un método que permita determinar los extremos de H(x) mediante fy g,
sin necesidad de conocer la expresion explicita de H(x) ni la de y = y(x).

Se puede interpretar geométricamente el problema en el plano si se supone que en ¢l
se busca extremar una funcion f(x,y) sobre una determinada curva g(x,y) = 0.

Supuestas satisfechas las condiciones de existencia, continuidad y derivabilidad de y
= y(x), la condicién necesaria (pero no suficiente) de existencia de extremo local serd la
anulacién de la derivada total de f(x,y) siendo y = y(x) esto es de H(x) = f[x .,y (X)]),
obteniendo y’(x) mediante g(x,y) = 0. (o sea H'(x)=0)
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o bien al:

Llegamos asi al sistema : fodx +f dy =0 2
' g.dx +g,dy =0
{f,ﬁ— fyy'=0 @)
Bt g,y =0 (vaqueesy'=-£ x ),

y

Notemos que en la primera de las relaciones (2°) dx es incremento independiente,
mientras que dy es diferencial funcional, determinada por la segunda relacion, pudiéndose
intercambiar los papeles si asi conviene para las condiciones de existencia o de contorno.

Esta ultima observacion es importante puesto que las condiciones (2) pueden no dar el
extremo buscado si éste se alcanza en un punto de contorno .

Ahora, de la segunda de las relaciones (27), tenemos

_8&

8y
y reemplazando esta expresion de dy en la primera de las relaciones (2) resulta

dy=—=*dx (supuesto dx incremento independiente )

0=f,dx +f,dy = f,dx - f ggx dx = f.g,—f g, dx

y
y g}’

Luego, como dx es incremento independiente, necesariamente debe ser

f.e,-f,g, _,» eostoes ‘fxgy—fng=0‘ (3)

Tenemos entonces que la expresion (3) junto con la ecuacién de enlace g(x,y)=0
forman el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:

{fxgy_ fygx =0 4)
g(Xa Y) =0

Las soluciones del sistema (4) son los puntos criticos o extremantes en los cuales
puede existir extremo local en dichas condiciones de continuidad y diferenciabilidad.

Debemos notar que sin estas ultimas restricciones mencionadas acaso existen otros
extremos singulares, sin olvidar que deben considerarse los puntos del contorno.

Finalmente, observemos que el sistema (4) da condiciones necesarias pero no
suficientes para la existencia de extremo local. La discusion de suficiencia se hace mediante
el estudio del signo de d*f, estando aqui ligadas dx, dy, d’y por las condiciones dg =0, d’g=
0, si consideramos dx incremento independiente y a dy diferencial funcional.
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En la préctica, al resolver problemas concretos, se logra a veces determinar la
naturaleza del punto critico en base al caracter del problema mismo, mediante consideraciones
auxiliares (por ejemplo, consideraciones fisicas o geométricas).

Optimizacion (matematica)

La humanidad hace tiempo que busca, o profesa buscar, mejores maneras de realizar
las tareas cotidianas de la vida. A lo largo de la historia de la humanidad, se puede observar la
larga busqueda de fuentes mas efectivas de alimentos al comienzo y luego de materiales,
energia y manejo del entorno fisico. Sin embargo, relativamente tarde en la historia de la
humanidad, comenzaron a formularse ciertas clases de preguntas generales de manera
cuantitativa, primero en palabras y después en notaciones simbolicas. Un aspecto
predominante de estas preguntas generales era la busqueda de lo "mejor" o lo "Optimo".

Generalmente, los gerentes buscan simplemente lograr alguna mejora en el nivel de
rendimiento, es decir, un problema de "busqueda de objetivo". Cabe destacar que estas
palabras normalmente no tienen un significado preciso

Se han realizado grandes esfuerzos por describir complejas situaciones humanas y
sociales. Para tener significado, esto deberia escribirse en una expresion matematica que
contenga una o mas variables, cuyos valores deben determinarse. La pregunta que se formula,
en términos generales, es qué valores deberian tener estas variables para que la expresion
matematica tenga el mayor valor numérico posible (maximizacion) o el menor valor numérico
posible (minimizaciéon). A este proceso general de maximizaciéon o minimizacion se lo
denomina optimizacion.

La optimizacion, también denominada programacion matematica, sirve para encontrar
la respuesta que proporciona el mejor resultado, la que logra mayores ganancias, mayor
produccion o felicidad o la que logra el menor costo, desperdicio o malestar. Con frecuencia,
estos problemas implican utilizar de la manera mas eficiente los recursos, tales como dinero,
tiempo, maquinaria, personal, existencias, etc. Los problemas de optimizacion generalmente
se clasifican en lineales y no lineales, segin las relaciones del problema sean lineales con
respecto a las variables. Existe una serie de paquetes de software para resolver problemas de
optimizacion.

La Programacion Matematica, en general, aborda el problema de determinar
asignaciones Optimas de recursos limitados para cumplir un objetivo dado. El objetivo debe
representar la meta del decisor. Los recursos pueden corresponder, por ejemplo, a personas,
materiales, dinero o terrenos. Entre todas las asignaciones de recursos admisibles, queremos
encontrar la/s que maximiza/n o minimiza/n alguna cantidad numérica tal como ganancias o
costos.

El objetivo de la optimizacidon global es encontrar la mejor solucion de modelos de
decisiones dificiles, frente a las multiples soluciones locales.

La optimizacion intenta dar respuesta a un tipo general de problemas de la forma:
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max(min) f'(x)
xeQcR"

Donde x = (x,,x,,...,x,) es un vector y representa variables de decision, f(x) es

llamada funcion objetivo y representa o mide la calidad de las decisiones (usualmente
nimeros enteros o reales) y Q es el conjunto de decisiones factibles o restricciones del
problema.

Algunas veces es posible expresar el conjunto de restricciones 2 como solucion de un
sistema de igualdades o desigualdades.

g(x,x,)<0
h(x,....x,)=0

Un problema de optimizacion trata entonces de tomar una decision Optima para
maximizar (ganancias, velocidad, eficiencia, etc.) o minimizar (costos, tiempo, riesgo, error,
etc.) un criterio determinado. Las restricciones significan que no cualquier decision es posible.

Desde la década de los 60 la programacion lineal (PL) ha sido aplicada en diversas
areas de la vida como por ejemplo: sistemas militares, agricolas, econémicos, de transporte y
de salud. La PL ofrece bases importantes en el desarrollo de métodos de solucion de otras
técnicas de la Investigacion de operaciones, como lo son la programacion entera, la
estocastica y la no lineal [Taha 1991]. La PL juega un papel muy importante en el estudio de
los problemas continuos de optimizacion considerados como la frontera de los problemas de
optimizacion combinatoria, ya que en los continuos se tienen las caracteristicas necesarias
para que sean considerados dentro del tipo combinatorio [Papadimitriou and Steiglitz, 1982]:
Un problema de optimizacion combinatoria siempre se le involucra un conjunto de instancias,
donde cada una de ellas cuenta con un conjunto finito de posibles soluciones (caracteristica
imprescindible de los problemas continuos).

Por otra parte la teoria de optimizacidon cldsica se usa para la obtenciéon de los

maximos y minimos de funciones no lineales restringidas y no restringidas, en los que se hace
uso del calculo diferencial.

MAXIMOS Y MINIMOS

Minimo (fuerte): Un punto extremo x, de una funcion f (x,) define un minimo de la funcion

st f (x,+h)>1(x,), donde x, es cualquier punto de la funcién y h en valor absoluto es
suficientemente pequefia.

Maximo (fuerte): Un punto extremo x, de una funcion f (x,) define un maximo de la funcion

st f (x,+h) <{f (x,), donde x, es cualquier punto de la funcién y h en valor absoluto es
suficientemente pequefia.
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Una funcion puede contener varios maximos y minimos, identificados por los puntos
extremos de la funcion. En la figura 1 se puede observar esto, los puntos x,, x; y x, son
maximos, de la figura notamos que f (x,) es el mayor que f (x,) y f (x;), a este punto se le
conoce como maximo global de la funcidn y a los restantes como maximos locales. Lo mismo
se puede ver para los minimos, en los que también existe un minimo global f (x,) y un
minimo local f (x,). Como es de 16gico, solo puede existir un solo global y posiblemente
varios locales.
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Una condicion necesaria pero no suficiente para que x, sea un punto extremo, es que
para una funcion con mas de una variable, el gradiente N f (x,) = 0. Si es cierto esto entonces

x, sera conocido como punto estacionario.

Una condicion suficiente para que un punto estacionario sea extremo es que la matriz
Hessiana H obtenida en x, del sistema de ecuaciones sea positiva cuando x, es un punto

extremo de minimo. Y negativa cuando x, es un punto extremo de maximo.

Un maximo débil implica un numero finito de maximos alternativos (ver figura 1) y se
define como x, es un maximo débil, si f (x,+h) <= f (x,). Un andlisis similar es para los
minimos débiles.

Un punto de inflexion se encuentra cuando la evaluacion del gradiente da cero y no es
un extremo, esto es, se debe de cumplir la condicion de la matriz Hessiana.
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TECNICAS DE OPTIMIZACION CLASICA.

Método de Newton

El encontrar la solucidn a un sistema de ecuaciones no lineal es mucho mas dificil que
el de un sistema lineal. El método de Newton es un procedimiento iterativo y permite la
linealizacién de un sistema de ecuaciones no lineal, para posteriormente darle solucion por
cualquier método numérico de ecuaciones lineales simultdneas, esta forma parte de los
métodos conocidos como métodos de gradiente.

Un sistema de n ecuaciones con n incognitas (x,,x,,X;,...,X, ), S€ CONOCE COMO NO

lineal, si una o mas de estas no es lineal.
De manera general, la solucion de un sistema de “n” ecuaciones no lineales aplicando
el método de Newton (Conte y Boor, 1987) se plantea como sigue:

of,(x,y,z,...) Of(x,y,z,...) Of (x,¥,2,...)
ox oy 0z

&9 xy.2,..) fhxyz..) Ifh(xy.z..) |[Ax, ]
ox oy 0z Ay,

oI(xp.2,..) ofs(xyz..) ofi(xyz..) Az L. (1)
ox oy oz !

of,(x,y,z,...) Oof,(x,y,z,...) of,(x,¥,z2,...)

i ox oy 0z |

evaluado en (x;,y,,z,,...) y resolviendo se tiene:
xi+1 = xi+Axi, yi+l = yitAyi zi+1 = zi+Azi, ...

Sea la expresion (2) la suma de todas las ecuaciones no lineales que representan el
sistema en estudio

[ (X =D, (X" +E, (X 2

La iteracion de Newton se podré obtener para el conjunto de ecuaciones a partir de (2),
usando la serie de Taylor en una aproximaciéon de primer orden

Sl X = 1, XD+ 7, (X, - X)) =0 ®)

Las ecuaciones (3) representan un conjunto de 2n ecuaciones lineales acopladas para
el vector de incognitas X en el paso de tiempo k+/, en la iteracion i+/. Los términos en
derivadas daran lugar a la formacion de la matriz Jacobiana:
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) . 6f kH(X.)
le‘ — 2n i
Sl X)) = ) T ©

1
La solucion del conjunto de ecuaciones lineales encontradas en cada iteracion (matriz
Jacobiana) serd resuelta por cualquier método lineal de matrices hasta que los residuales sean
menores a una tolerancia designada, muy préoxima a cero, ecuacion (3).

Método de derivadas restringidas (Jacobiano).

Se puede considerar como una generalizacion del método simplex para programaciéon
lineal.
Considere el problema

Minimizar z = f(X)
Sujeto a g(X)=0
Donde X = (x,,x,,...,x,)
T
g=(g,208,)

Las funciones f(X) y gi(X), donde i = 1,2,...,m, se suponen diferenciables y
doblemente continuas. El utilizar derivadas restringidas es encontrar una expresion de forma
cerrada para las primeras derivadas parciales de f(X) en todos los puntos que satisfacen las
restricciones g(X) = 0. Estos puntos estacionarios entonces se sabe que son donde dichas
derivadas parciales se anulan.

Por el teorema de Taylor, para los puntos X + AX en el entorno factible de X, se
deduce que

f(X+AX )= f(X)=Vf(X)AX +0(AX?))
y
g(X+AX) —g(X)=Vg(X)AX +0(AX?))

Cuando Axj -> 0 se tiene que
of(X) = VAf(X) AX y 0g(X)=VgX)AX (5)

ya que g(X) = 0, entonces 0g(X) = 0, se deduce que,

0 f(X) - VAX) 06X =0
Ve(X) 0X=0

con esto se tienen m ecuaciones con n incdgnitas, cuando m < n tenemos, si definimos a X
ahora como:

X=(Y, Z)
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Donde

Y: (y]’yz""’yn)yzz (ZI’ZZ""’ZY!—YH)

Indican a las variables dependientes e independientes, respectivamente y que
corresponden al vector X. Volviendo a escribir los vectores gradiente de fy g en términos de
Y y Z se encuentra que

V(Y,Z)=(Vyf, Vzf)
Vea(Y,2)=(Vyg, Vzg)

Donde
Vyg,
J=Vyg=|
Vg,
Vzg,
C=Vzg=| :
Vzg,,
J,.. s€ conoce como la matriz jacobianay C,,, ., = es la matriz de control. Utilizando

las definiciones anteriores en (4), se puede escribir el conjunto original de ecuaciones como

of (XY,Z)=VyfoY + VzfoZ (6)
y
JoY =-CoY
Como J se supone que no es singular, existira su inversa J-1. Por lo tanto,

oY =-J"'Coz

sustituyendo JY en la ecuacion (6) se obtiene a 0f como una funcion de 07
of(Y,Z) = (Azf-Ay £ J'C) 0Z

aplicando a esta ecuacion la derivada restringida con respecto a al vector independiente Z, se
tiene

V.f=0.f(Y,Z)/ 0.Z=Azf-Ayf J'C
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donde V _frepresenta el vector gradiente restringido de f con respecto a Z. Por consiguiente
debe de ser nulo en los puntos estacionarios.

Método Lagrangiano.

Esta muy relacionado con el método jacobiano y se puede desarrollar a partir de aquel.
Anteriormente se demostrd que:

6f(Y,Z) = Vyf oY + Vz oz (7)
fg=J0Y +C oz

Supongamos que Jg no es igual a 0 entonces despejamos 0Y
oY =J'og—-J'Coz
sustituyendo en la ecuacion (6) tenemos
of (Y,Z)=VyfJ '0g +VcfozZ (8)
Donde
Vef =Vzf =VyfJ™'C

Considerando que en el punto extremo (y para cualquier punto estacionario)
X, =(,,Z,), el gradiente restringido V _f debe anularse, entonces de (8)

of (Y,,Zy) = Vy, /7 "'0g(Y,, Z,)
o bien,

2l =Vy0 £y~ 9)
4

Esta relacion (9) permite estudiar el efecto de variaciones pequeiias de g sobre el valor
optimo de f evaluando la tasa de cambio de f con respecto a g. Estas tasas usualmente se
conocen como coeficientes de sensibilidad.

De (9) si tomamos

A=Vyof) " = A
og
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Tendremos
of -Aog =0 (10)

Esta ecuacion satisface las condiciones necesarias para los puntos estacionarios ya que la
expresion para ¢of/ gg se calcula con V= 0. Otra representacion mas conveniente de la

ecuacion (10) es tomando sus derivadas parciales con respecto a todas las xj. Lo anterior da

0 .
—(f-12)=0 =1,2,...,n
X, :

Las ecuaciones resultantes junto con las de restricciones g = 0 proporcionan los
valores factibles de X y A que satisfacen las condiciones necesarias para puntos estacionarios.
Este procedimiento define al método de Lagrange para identificar los puntos estacionarios de
problemas de optimizacidn con restricciones de igualdad.

EL METODO SIMPLEX

Para resolver un modelo PL por medio del método simplex, este se deberd de poner en
forma estandar aplicando los siguientes puntos:

1. Todas las restricciones son ecuaciones con un segundo miembro positivo.

2. Una restriccion se convierte en ecuacion adicionando una variable de holgura (o
restando una variable de exceso) al primer miembro de la ecuacion. El segundo miembro de la
ecuacion se puede hacer positivo, multiplicando ambos lados por —1. Y la direccion de una
desigualdad se invierte multiplicando ambos miembros de
la ecuacion por —1.

3. Todas las variables son positivas.

4. En el caso de que una variable y,cualquiera, sea irrestricta (no restringida), esta
pudiera expresarse en términos de dos variables positivas mediante el uso de la sustitucion.

y,=y,=y" donde .,y 20
5. La funcioén objetivo puede ser de maximizacion o de minimizacion.

LA PROGRAMACION NO LINEAL: METODOS DE GRADIENTE.

El método del gradiente se utiliza para la optimizacion de funciones que son dos veces
diferenciables. La idea general para generar puntos sucesivos, iniciando de un punto inicial
dado, en la direccion del incremento mas rapido (maximizacion) de la funcion. La técnica es
conocida como método de gradiente debido a que gradiente de la funcion en un punto es
indicativo de la rapidez del incremento.
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Método Newton-Raphson

Uno de los métodos de gradiente es el Newton-Raphson, este método esta basado en la
resolucion de ecuaciones simultaneas que representan la condicidn necesaria para
optimalidad, llamada Vf(X) =0 .

La desventaja de utilizar la condicion necesaria Vf (X) =0 para determinar los puntos
estacionarios es la dificultad para resolver las ecuaciones simultaneas resultantes
numéricamente. El método Newton-Raphson es un procedimiento iterativo para resolver
ecuaciones simultdneas no lineales.

Considere las ecuaciones simultaneas:

fi=(X)=0, i=1,2,...,m
donde XX es un punto dado. Por expansién de Taylor

£ (XD = £ X)+ VXX -X5), i=1,2,....,m
Asi, la ecuacion original puede aproximarse a

X+ VAEX X -XF)=0, i=1,2,.....,m
Estas ecuaciones pueden escribirse en notacion matricial como

A +B (X -X%)=0

Tomando en cuenta la condicion de que toda f; (X) es independiente, B, es
necesariamente no singular. Asi, la ecuacion anterior resulta

X=X"-B, 4

La idea del método es iniciar de un punto inicial X . Utilizando la ecuacion anterior,

un nuevo punto X “*' puede determinarse de X* . El procedimiento termina con X" como
soluciéon cuando X” = X",

Una interpretacion geométrica de método se muestra con una funcidon de una sola
variable en la figura 2. La relacion entre x* y x**' para una funcién de una sola variable f
(x) se reduce a

YK+ :XK_f(xK) o £y = S(x)

f,(xK) K K
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Representacion grafica de Newton Raphson.

Analizando la figura 2 se puede ver que x**' se determinan de la pendiente de f(x) en
x*, donde tanf =f"(x* ).

Un problema con este método es que la convergencia no esta garantizada siempre a
menos que la funcién se comporte bien. En la figura, si el punto inicial x, es a el método
divergira. No existe una manera fécil para localizar un “buen” punto inicial x, . Tal vez una
solucion para este problema es usar prueba y error.

Obtencion del algoritmo

De forma similar a como sucede con una sola ecuacion, se toma g(x) = x — A(x) f (x)
siendo A(X) una matriz n X n no singular V x.
El algoritmo resulta,

Xy =%, —A(x,) [ (x,)

Si se toman los elementos a, de A(x) constantes se tiene

que,

g =X _zaijfk(x)
k=1

21



Algoritmo de Newton-Raphson

Por tanto, el algoritmo de Newton-Raphson para sistemas
de ecuaciones no lineales resulta,

Xy =%, =J 7 (x,)f (x,,)

Obtencidon de la matriz A

Para elegir a,, , derivamos respecto a x;

%) 5§, B

Ox; pay Ox;

oii=1y 0ij=0sii # j.De forma matricial,

Gx)=1-AJ(x)

siendo G(x) y J(x) las matrices jacobianas de gy f,
respectivamente.

Para que exista convergencia

GGis)=1I-AJs)=0) » A=J"(s)

Como sucedia en el caso de una sola ecuacion, no conocemos la solucion s 'y

definimos A en funcién de x,

AX)=J" (x)

El calculo de J ' (x,,) no se realiza explicitamente, sino que se plantea un sistema de

ecuaciones lineales en cada iteracion del método de Newton-Raphson,

S, )X = x,) = =f(x,,)

tomando como incognita,

ym = xm+1 - xm

Una vez resuelto el sistema lineal J(x, ) v, =—f(x, ), la solucion es actualizada.
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Algoritmo de Newton Modificado

Si no actualizamos la matriz Jacobiana J( X)) y la mantenemos constante a lo largo de

todas las iteraciones del proceso de Newton-Raphson, se obtiene el método de Newton-
Modificado,

J(x0)y, ==f(x,)

xm+1 :xm+ym

Meétodo de ascenso pronunciado (steepest ascent)

La terminacion del método del gradiente se realiza en el punto donde le gradiente de
vuelve nulo. Esta es solamente una condicidon necesaria para la optimalidad. Asi se enfatiza
que la optimalidad no puede verificarse al menos que se conozca a priori que f(X) es concava
0 convexa.

Suponga que f(X) es maximizada. Tomemos a X, como el punto inicial en el cual el

procedimiento inicia y define a [If( X* ) como el gradiente de fen el késimo punto de X~ .
La idea del método es determinar el PATH p a través del cual df/ dp es maximizada en un

punto dado. Este resultado es alcanzado si los puntos sucesivos X “y X *'se seleccionan
tales que

XK+1 — XK +VKVf(Xk)
donde 7" es un pardmetro llamado tamafio de paso optimo.
El parametro r* se determina tal que X “*' de como resultado una gran mejora de /.
En otras palabras, si la funcion /(r) se define como
h(r)= f(X* +rVf(X"))
r* es el valor de » maximizando

El procedimiento propuesto termina cuando dos puntos de prueba sucesivos X © y
X **'son aproximadamente iguales. Esto es equivalente a tener r*Vf(X*)=0

Bajo el supuesto de que 7 =0, el cual siempre sera verdadero al menos que X, se
convierta en optimo de f(X) , esto es equivalente a la condicidon necesaria

VA(X*)=0
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Tipos de optimizaciones
Segun el nivel de generalidad que tome el problema, serd la resolucion que se plantee.

Optimizacion clasica

Si la restriccion no existe, o es una restriccion de igualdad, con menor o igual namero
de VARIABLES que la funcion objetivo entonces, el CALCULO DIFERENCIAL, da la
respuesta, ya que solo se trata de buscar los valores extremos de una FUNCION.

Optimizacion con restricciones de desigualdad - optimizacién no clésica

Si la restriccion contiene mayor cantidad de variables que la funcién objetivo, o la
restriccion contiene restricciones de desigualdad, existen métodos en los que en algunos casos
se pueden encontrar los valores maximos o minimos.

Si tanto restricciones como funcién objetivo son lineales (PROGRAMACION
LINEAL o PL), la existencia de maximo (minimo), esta asegurada, y el problema se reduce a
la aplicacién de unos simples ALGORITMOS de ALGEBRA LINEAL elemental los
llamados METODO SIMPLEX; y METODO DUAL. Sin embargo, si estas condiciones no se
cumplen, existen, las llamadas condiciones de Khun -Tucker, las cuales en algunos casos,
pueden ser utilizables, para probar encontrar puntos criticos, maximos o minimos. Sin
embargo, esta es un area aiin muy poco desarrollada de la matematica, frecuentemente, las
condiciones de Khun y Tucker fallan, o no son suficientes, para la existencia de extremos.

Optimizacion estocastica: Cuando las variables del problema (funcion objetivo y/o
restricciones) son VARIABLES ALEATORIAS el tipo de optimizacion realizada es
optimizacion estocastica.

Programacion Lineal (PL)

La programacion lineal muchas veces es uno de los temas preferidos tanto de
profesores como de alumnos. La capacidad de introducir la PL utilizando un abordaje grafico,
la facilidad relativa del método de solucion, la gran disponibilidad de paquetes de software de
PL y la amplia gama de aplicaciones hacen que la PL sea accesible incluso para estudiantes
con poco conocimiento de matematica. Ademas, la PL brinda una excelente oportunidad para
presentar la idea del analisis what-if o andlisis de hipdtesis ya que se han desarrollado
herramientas poderosas para el analisis de post optimalidad para el modelo de PL.

La Programacion Lineal (PL) es un procedimiento matematico para determinar la
asignacion optima de recursos escasos. La PL es un procedimiento que encuentra su
aplicacidn practica en casi todas las facetas de los negocios, desde la publicidad hasta la
planificacion de la produccion. Problemas de transporte, distribucion, y planificacion global
de la produccion son los objetos méas comunes del andlisis de PL. La industria petrolera
parece ser el usuario mas frecuente de la PL. Un gerente de procesamiento de datos de una
importante empresa petrolera recientemente calculd que del 5% al 10% del tiempo de
procesamiento informatico de la empresa es destinado al procesamiento de modelos de PL y
similares.
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La programacion lineal aborda una clase de problemas de programacion donde tanto la
funcion objetivo a optimizar como todas las relaciones entre las variables correspondientes a
los recursos son lineales. Este problema fue formulado y resuelto por primera vez a fines de la
década del 40. Rara vez una nueva técnica matemadtica encuentra una gama tan diversa de
aplicaciones practicas de negocios, comerciales e industriales y a la vez recibe un desarrollo
teodrico tan exhaustivo en un periodo tan corto. Hoy en dia, esta teoria se aplica con éxito a
problemas de presupuestos de capital, disefio de dietas, conservacion de recursos, juegos de
estrategias, prediccion de crecimiento econdmico y sistemas de transporte. Recientemente la
teoria de la programacion lineal también contribuy¢ a la resolucion y unificacion de diversas
aplicaciones.

Es importante que el lector entienda desde el comienzo que el término "programacion”
tiene un significado distinto cuando se refiere a Programacion Lineal que cuando hablamos de
Programacion Informatica. En el primer caso, significa planificar y organizar mientras que en
el segundo caso, significa escribir las instrucciones para realizar calculos. La capacitacion en
una clase de programacion tiene muy poca relevancia directa con la otra clase de
programacion. De hecho, el término "programacion lineal”" se acuié antes de que la palabra
programacion se relacionara con el software de computacion. A veces se evita esta confusion
utilizando el término optimizacion lineal como sindnimo de programacion lineal.

Cualquier problema de PL consta de una funcién objetivo y un conjunto de
restricciones. En la mayoria de los casos, las restricciones provienen del entorno en el cual
usted trabaja para lograr su objetivo. Cuando usted quiere lograr el objetivo deseado, se dara
cuenta de que el entorno fija ciertas restricciones (es decir, dificultades, limitaciones) para
cumplir con su deseo (vale decir, el objetivo).

Qué es una funcion: una funcion es una cosa que hace algo. Por ejemplo, una maquina de
moler café es una funcion que transforma los granos de café en polvo. La funcién (objetivo)
traza, traduce el dominio de entrada (denominado region factible) en un rango de salida con
dos valores finales denominados valores maximo y minimo.

Cuando se formula un problema de toma de decisiones como un programa lineal, se deben
verificar las siguientes condiciones:

1. La funcion objetivo debe ser lineal. Vale decir que se debe verificar que todas las
variables estén elevadas a la primera potencia y que sean sumadas o restadas (no
divididas ni multiplicadas);

2. El objetivo debe ser ya sea la maximizacion o minimizacioén de una funcién lineal. El
objetivo debe representar la meta del decisor; y

3. Las restricciones también deben ser lineales.Asimismo, la restriccion debe adoptar
alguna de las siguientes formas ( las restricciones de PL siempre estan cerradas).

Optimizacion con informacion no perfecta

En este caso la cantidad de variables, o mas atn la funcién objetivo puede ser
desconocida o también variable. En este campo, la matematica conocida como matematica
borrosa, esta realizando esfuerzos, por resolver el problema. Sin embargo, como el desarrollo
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de esta area de la matematica es aiin demasiado incipiente, son escasos los resultados
obtenidos.

Joseph-Louis de Lagrange

Joseph Louis Lagrange (25 bE ENERO de 1736 - 10 DE ABRIL de 1813) fue un MATEMATICO, FiSICO
y ASTRONOMO ITALIANO que después vivid en PRUSIA y FRANCIA. Lagrange trabajo para FEDERICO I
DE PRUSIA, €n BERLIN, durante veinte aNos. Lagrange demostrd el TEOREMA DEL VALOR MEDIO,
desarrollo la MECANICA LAGRANGIANA Y tuvo una importante contribucion en ASTRONOMIA.

METODO DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Muchos problemas de optimizacion tienen restricciones o ligaduras en los valores que

pueden usarse para lograr la solucion Optima. Tales ligaduras tienden a complicar los
problemas de optimizacion ya que la solucion optima puede ocurrir facilmente en un punto
frontera del dominio.
Para resolver tales problemas se utiliza una técnica ingeniosa que se conoce como método de
los multiplicadores de lagrange en honor al Mateméatico Francés Joseph Louis LAGRANGE
(1736-1813) quien introdujo el método en su famoso articulo de mecanica cuando tenia
diecinueve afios.

Este método implica la introduccion de nuevos parametros llamados multiplicadores
de Lagrange, mediante el cual se logra mayor sencillez y simetria en los célculos y se elimina
la necesidad de distinguir previamente entre variables dependientes e independientes, asi
como la intervencion de diferenciales segundas de variables dependientes en la discusion de
suficiencia.

Supongamos entonces que buscamos extremar una funcion z = f(x,y) con la condicién
g(x,y) = 0, donde tanto f como g son diferenciables y g, # 0 (o bien g« # 0, si g, = 0)
Si en el sistema (27) visto anteriormente, a la primera ecuacion le sumamos la segunda
multiplicada por un pardmetroA, ordenando respecto de dx y dy se obtiene:
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fudx+£,dy=0 " (f dx+f,dy)+ Mg, dx+g,dy)=0 (f+hg)dx+(f+Ag)dy =0 | (5)
g.dx+g,dy=0

Como en (5) las diferenciales dx, dy no son independientes, no podemos deducir sin
mas que los paréntesis deben anularse. Ahora, si se elige A de modo que se anule el
coeficiente de dy, resulta:

fi+Age=0
(6)

fy+1g=0

que conjuntamente con la condicion de vinculo g(x,y) = 0 dan tres ecuaciones para
determinar los puntos criticos y el correspondientemente paradmetro A para cada uno de ellos:

fi+tAg=0
fy+Ag =0
gx,y)=0

Lagrange observd que las ecuaciones (6) corresponden o se establecen cuando se
buscan los extremos locales libres de una funcién que la llamaremos funcion auxiliar de
Lagrange

Foy) = fxy) +hgxy) | (7)

considerando en ella x e y como variables independientes y A como constante.

Por otra parte, para discutir el signo de d2f basta considerar el de d2F, ya que sobre
g(x,y) =0 es F(xyy) = f(x,y), como se ve en (7), y con esa condicion g(x,y) = 0, serd
también d2F = d=f.

Recordando como se calcula la diferencial segunda de funciones compuestas,
tendremos para d°F la expresion

dF = (Lax+-Ldyy F+ L g2y
Ox oy oy

Ahora, la segunda ecuacion del sistema (6) es, segtn la expresion (7) Fy, =0, y como

sobre g(x,y) =0 es d2F=d2f, tendremos d°f = (% dx+%dy)2 F

Asi, vemos que el calculo formal de d2F = d2f se efectia considerando también en F
a x e y como variables independientes.

Cabe aclarar que si gy = 0, no podra hallarse un A tal que anule el coeficiente de dy en
().

Entonces, si gx # 0, el método sigue siendo valido con solo permutar los roles de x e y.
Para los puntos singulares de la curva g(x,y) =0 ( puntos de la curva g (x,y) = 0 que ademas
satisfacen g, = g, = 0), no podran obtenerse las ecuaciones (6) obviamente, ni ain permutando
los roles de x e y, y entonces el método de Lagrange no es aplicable.
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MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Si f'y g satisfacen las hipotesis del Teorema de LAGRANGE vy f tiene un maximo o
minimo sujeto a la ligadura g (x,y) = 0 , entonces dicho extremo se producird en uno de los

puntos criticos de la funcion F dada por

F(X7 y,7\,) :f(Xa Y)—Kg(X, Y)

Para hallar los puntos criticos se resuelve el siguiente sistema

of(x,y) , dg(x.y) _,

FX(X,y,X):

0Xx 0Xx
B o(xuyy= 2R00Y) , a2Goy)
y b b ay ay

F.(x,y,2)=g(x,y)=0

El método de Multiplicadores de Lagrange dice que dadas f: U cR" — R
g: U c R" — R dos funciones con valores reales de clase C' (U), con x, € U,

g(x,)=cyS={xe R":g(x)=c}. Asumiendo que V, (x,) 6=0.Sif
restringida a S tiene un maximo y/o minimo relativo en x, € S, entonces existe
un nimero real A tal que

VE(x,)=rVe(x,)

El Método de los Multiplicadores de Lagrange nos permite encontrar los
puntos X € Rn que optimizan (producen maximos y/o minimos) una funcién
dada f (x), sujeta a la restriccion g(x) = 0.

Esta idea es esencialmente la extension natural del método usual para funciones

de una variable, buscar maximos y/o minimos entre sus puntos criticos,
es decir, los puntos x en que f'(x) = 0. En este caso consideramos F (x) =

(x) —Ag(x). Es claro que max F (x) = max f (x). Asi basta buscar valores de
and A en los cuales V F = 0, es decir,

VT (x) =1V g(x)
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DEFINICION DEL PROBLEMA

La realizacion de nuestro trabajo se centra en la resoluciéon de un problema de
optimizacion de una funcion f, esta funcidon puede tener hasta N variables, las cuales estaran
sometidas a M restricciones de tipo igualdad. Logicamente las restricciones deberan ser como
maximo N-1, ya que de lo contrario nos encontrariamos con un sistema de ecuaciones de
unica solucion, lo cual seria absurdo.

La optimizacién de la funcion se hara mediante los multiplicadores de Lagrange. De
esta forma construiremos primeramente la funcion @ constituida por la funcién f mas las

restricciones g multiplicadas por cada uno de los A (multiplicadores de Lagrange).

D= f(x..x)+A4g(x.x)+..+1g (x..x,)

Derivando la funcion de Lagrange respecto de cada una de las variables, obtenemos un
sistema de ecuaciones que posteriormente resolveremos mediante el método de Newton

Modificado.

Jxx=-DD

Donde J es la matriz Jacobiana compuesta por las derivadas segundas de la funcion de
Lagrange, que para dicho método permanece constante durante todo el calculo. Sin embargo,
la matriz columna D® es el sistema de ecuaciones que obtenemos a partir de derivar la
funcion de Lagrange, la cual va a ir modificandose en cada iteracion hasta que el error sea

menor que una cierta tolerancia.
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Elaboracion del Trabajo

El problema mas laborioso de nuestro trabajo es el calculo de las derivadas, ya que las
debe hacer el programa en vez de pedirlas como habiamos visto en clase. Dicho calculo, sobre

todo de las derivadas segundas cruzadas, no es tan sencillo como se puede pensar a priori.

Céalculo de las derivadas primeras

Una vez obtenida la funcién de Lagrange, la primera derivada respecto a una variable
se calcula de la siguiente manera; siguiendo el mismo proceso para todas las variables que

presenta el Lagrangiano, osea N+M variables, por tanto N+M derivadas.

oD D(x; +h,x,,..x,) —P(x; —h, X,,...,X,)
ox, 2h

v D(x,,...,x, +h)—D(x,,...,x, —h)
04 2h

n

Cuando hayamos finalizado el célculo de todas las derivadas primeras, ya tendremos el

segundo miembro de la ecuacion del método de Newton Modificado.

Célculo de las segundas derivadas

Vamos a proceder al célculo de las segundas derivadas que nos van a hacer falta
introducirlas en la matriz Jacobiana.

Las derivadas respecto a cada una de las variables no dan excesivos problemas ya que
es aplicar la formula que sigue y repetirla para todas las variables. Los términos que vamos a

calcular ahora, conformaran la diagonal principal de la matriz.

O’ O(x, +h,. A,)—20(x,,..., A,) + D(x, — By A,)
ox; 2h
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D D(x,s A+ h)=20(x,,..s A,) + DX,y A, — )
FYs 2h

Como vemos el calculo de las derivadas segundas se hace siempre de la misma forma,

no es excesivamente complicado.

Ahora vamos calcular las derivadas cruzadas. Para ello haremos uso de las siguientes

ecuaciones en las que las derivadas cruzadas aparecen implicitas:

ob h*o*d k0D
O(x+h,y)=D(x,y)+h—+— +—
(x Y) (x.7) ox 2 oxr 3 ox’

ob h*o*d K oo
Dx—h,y)=D(x,y)—h 2 0P TS
(x=h ) = Ol ) = h et T o

2 A2 3 13
CD(x,y+h)=<D(x,y)+ha£+h—a?+h—aq3)+
ov 2 oy 3oy

ob h*o*d K oD
O, y—h)=0(x,y)~h—+—————
oy 2 oy 3oy

2 A2 2 24 |
CD(x+h,y+h)=(D(x,y)+ha£+ha£+h— 8?+28<D+6C£) +...
ox oy 2| ox oxoy oy~ |

2 A2 2 2 |
O —h,y—h) = D(x,y)~h 2 p 02 L) TP, 0 OO
ox oy 2| ox oxoy 0y~ |

2[ A2 2 24 |
(D(x—h,y+h):®(x,y)—ha£+ha£+h— a?—28®+a? +...
ox oy 2| ox oxoy oy” |
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2 2 2 2
q)(x+h,y—h):q)(x,y)+ha£—ha£+h— 0 ?—2 oo +a (?
ox oy 2| ox oxoy Oy

Para ello multiplicaremos todas las funciones por constantes de la A a la H, de forma

que los valores de estas constantes hagan que se anule la suma de todos los términos menos

los que contienen a las derivadas cruzadas. Asi:

op W od koD
AD(x+h,y)= AD(x,y)+ Ah—+ A— —
(x Y) (*.7) Ox 2 ox? 3 o’

o KW o*d koD
BD(x—h,y) = BO(x,y)— Bh—+ B— =2
( Y) (%) Ox 2 ox’ 3! ox?

2 2 3 3
COCx,y+h) = CO(x,y)+ Ch Dy TP 0P,
oy 2 Oy 3! oy

2 "2 3 A3
DWO(x, y— ) = DD(x, )~ Dh 2 pH 0P _ph OO,
y 2 Oy 31 dy

2 2 2 2
Eq)(x+h,y+h):ECD(x,y)+Eha£+Eha£+Eh— 0 qz) +2 oo +a qz)
ox oy 2| ox ox0y Oy

2 2 2 2
Fd)(x—h,y—h)=FCI)(x,y)—Fha£—Fha£+Fh— 0 c£)+2 oo +6 ? —..
ox oy 2| ox oxoy oy

GO(x—h,y+h)=GD(x,y)—-Gh—+Gh—+G— -
(e=hey+h) () ox ox’ oxoy oy’

oD oD h| 0*® 2azc1>+azc1>
oy 2

o0 00 K {azep 00 azqﬂ
2

HO(x+h,y—h)=HO(x,y)+ Hh—-Hh—+ H— +
(ot by =hy = HO@y)+ Hho == b o oty oy

32



Como dijimos, sumando e igualando a cero los coeficientes de los términos que no
contienen derivadas cruzadas (también los de las derivadas terceras, que no se han puesto en

las ecuaciones de arriba porque no cabian), obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

)A-B+E-F-G+H=0

2)C-D+E-F+G-H=0

3)A+B+E+F+G+H =0

HC+D+E+F+G+H =0

SYE-F+G-H=0

6O E-F-G+H=0

Puesto que tenemos mas variables que ecuaciones, como era de esperar, debemos

resolver el sistema dando valores a dos de las incognitas. Para nuestro caso lo mas razonable

es da valor A=2 y E=2, de esta forma obtenemos el resto de los valores facilmente:

Una vez comprobados los valores obtenidos, los sustituimos en la suma de todas las

ecuaciones:

AD(x+h,y)+ BO(x—h,y)+ CO(x,y+h)+ DO(x,y—h)+ EO(x+h,y+h)+
+ FO(x—h,y—h)+GO(x—h,y+h)+ HO(x+h,y—h) =

2 2
oD o HR oD

(A+B+C+D+E+F+G+H)D(x,y)-Gh’
ox0y Ox0y
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20(x+h, y)+2O(x—h, y) + 20(x, y+ h) + 2D(x, y —h) + 2D (x+ h, y + h) + 2D(x — h,y — h) +

2 2
—AD(x—h, y+h)+—4D(x + h, y —h) = (4)D(x, y) + 4h° o +8h° oo
Ox0y oxoy

Ahora despejamos el término de la derivada cruzada:

RO

0 =W(fb(x+h,y)+CD(x—h,y)+(D(x,y+h)+CD(x,y—h)+CD(x+h,y+h)+(D(x—h,y—h)+
xcy

—20(x—h,y+h)-2®0(x+h,y—h)-2D(x, y))

Este procedimiento es para el caso particular de las variables x e y, pero en nuestro
problema tenemos N+M variables, asi que utilizaremos esta féormula para calcular todas las

derivadas cruzadas que posteriormente vamos a introducir en la matriz Jacobiana.

Volviendo al método de Newton Modificado, construimos la matriz Jacobiana que

quedara fija durante todo el proceso:

D D 0 |
ox; Ox,0x, Ox,04,
D D O*D
J=1oxox,  ox ox,00,
D D *®
| 04,0x, O,0x, o

Ahora construimos la matriz columna D®,, compuesta por las derivadas primeras

iniciales de la funcion @, que se iran modificando en cada iteracidon por los resultados

obtenidos en x:

_62_
ox,
DD =| :
oD

o4,
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Por ultimo, el método de Newton Modificado se basa en la siguiente igualdad:

Jxx=-DD
o0 e O | o
ox; Ox,0x, Ox,04, oP
RONGR R X ox,
8x2:8x1 6x§ § 8x2:62n x /1 =" aﬂ
Fo  dFo P | T |04
| 04,0x, 0A,0x, or
X
La solucion del problema sera el vector | : |, que seran los valores de las variables
A

n

para los cuales la funcion inicial f que se tiene, es Optima y ademds cumple las M

restricciones de tipo igualdad que se dan en el enunciado. Dado que el método de Newton
Modificado es un método iterativo, el programa nos pedird que introduzcamos una tolerancia

para la cual, consideremos como bueno el resultado obtenido.

A continuacion mostramos el programa mediante el cual hemos elaborado la subrutina

que nos permite encontrar la solucion al problema que se nos ha asignado
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SUBRRUTINA:

METODO DE OPTIMIZACION POR
MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

X

¢ METODO DE OPTIMIZACION POR MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
%

% Optimizar la funcion no lineal F(X), dada una
% aproximacion inicial X:

%

% ENTRADA: Numero de variables de la ecuacion N; aproximacion inicial
% X=(X(1),---,X(n)); tolerancia h; numero de

% restricciones N; numero de iteraciones NN.

%

% SALIDA: Solucion aproximada X=(X(1),---,X(n)) o un mensaje

% de que el numero de iteraciones fue sobrepasado.

syms("OK®", °N", “I1°, *J°, "P", "h", °NN", °"X","ZzZ", "g", "Q°,
"F*,"FF","RR");

syms("FLAG", “NAME®, "OUP", "K*, "A", "R", "s", "ss", "Res", "fs-",
£7,7Q", " T);

syms("K1®, “I11%, "z1i*, "IR1", “"I1A1", °Ji-, =Ci-", -"L1", "JA1",
"EP","EE","BB");

TRUE = 1;

FALSE = 0;

fprintf(1l, "Este es el metodo de Optimizacion funciones no lineales por
Multiplicadores de Lagrange-\n");

fprintf(l, "La funcion y las restricciones pueden ser escritas ahora o
leidas de un fichero.\n");

fprintf(1, "El numero de variables de la funcion no puede exceder de
5.\n%);

fprintf(1,"En otro caso habria que modificar el programa.\n®);

OK = FALSE;
while OK == FALSE
fprintf(l, "Escriba el numero de variables N.\n");
N = input(® ");
ifN<=5
OK = TRUE;
else
fprintf(1, "El numero de variables N debe ser un entero menor que
6.\n");
end;
end;
OK = FALSE;
while OK == FALSE
fprintf(1, "Escriba el numero de restricciones M.\n");
M = input(" ");
if M <= N-1
OK = TRUE;
else
fprintf(1, "El numero de restricciones M debe ser un entero menor
que el numero de variables N.\n");
end;
end;
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= zeros(N+M,N+M+1);
= zeros(1,N+M);
= zeros(1,N+M);

FF = zeros (1,N+M);

fprintf(l, "Entrada de la funcion\n®);

fprintf(1,"1. Pantalla\n®);

fprintf(1,2. Fichero de texto\n®);

fprintf(1,"Escriba 1 o 2\n");

BB = input(® ");

if BB ==

fprintf(1, "Escriba el nombre del fichero en la forma -

disco:\\nombre.ext\n");
fprintf(1, "Por ejemplo: A:\\DATA.DTA\Nn");
NAME = input(® ","s");

INP = fopen(NAME, "rt");

<X >

T = fscanf(INP, "%s",1);

for 1 =1 : M

Res(1) = fscanf(INP, "%s",1);
end;
for 1 =1 : M+N

X(1) = Ffscanf(INP, "%F",1);
end;

fclose(INP);
else

fprintf(l, "Escriba la funcion F en terminos de yl ... y%d \n",N);
f = input(®" °,"s");

for 1 =1 : M
fprintf(1, "Escriba la restriccion Res(%d) igualada a cero (solo
el primer miembro)\n=",1);

fprintf(1, "en terminos de yl1, ..., y%d \n",N);
Res(1) = input(™ ","s");
end;
for 1 =1 - M+N
fprintf(1, "Escriba la aproximacion inicial X(%d)\n",1);
X(1) = input(™ ");
end;
end;
OK = FALSE;

while OK == FALSE
fprintf(1, "Escriba la tolerancia T.\n");
T = Input(" °);
ifT>0
OK = TRUE;
else
fprintf(1l,"La tolerancia T debe ser positiva.\n");
end;
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end;
OK = FALSE;
while OK == FALSE
fprintf(1, "Escriba el numero maximo de iteraciones NN.\n");
NN = input(" °);
if NN >0
OK = TRUE;
else
fprintf(1, "El numero maximo de iteraciones NN debe ser
entero positivo.\n");
end;
end;

EP = zeros(1,NN);
fprintf(l,"Salida de datos\n");
fprintf(1, 1. Pantalla\n®);
fprintf(1,"2. Fichero de texto\n®);
fprintf(l, "Escriba 1 o 2\n");
FLAG = input(®™ ");
if FLAG ==
fprintf(1, "Escriba el nombre del fichero de la forma -
disco\\:nombre.ext\n");
fprintf(l, "Por ejemplo  A:\\OUTPUT.DTA\n");
NAME = input(® ","s");
OUP = fTopen(NAME, "wt");
else
OUP = 1;
end;
fprintf(1, "Seleccione la cantidad de resultados que desea
visualizar\n®);
fprintf(l,"1. Solo la respuesta \n");
fprintf(1,"2. Todas las aproximaciones intermedias\n");
fprintf(l, "Escriba 1 o 2\n");
FLAG = input(®™ °);
fprintF(OUP, "METODO DE OPTIMIZACION POR MULTIPLICADORES DE

LAGRANGE\N\Nn*®);
if FLAG ==
fprintf(OUP, "lteracion, Aproximacion, Error\n-®);
end;
% PASO 1
OK = TRUE;
K=1;
h = le-4;
% PASO 2
while OK == TRUE & K <= NN
A = zeros(N+M,N+M+1);
FF = zeros (1,N+M);
% PASO 3
% ifK==1

for 1 =1 : N+M
for J =1 : N+M
if N ==

it =13
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if I <=N
q = inline(char(f), "yl","y2");

X(1) = X(1)+h;
AC1,3) = q(X(1),X(2));
X(1) = X(1)-2*h;

EE = q(X(1),X(2));

A(1,3) = A(1,J3)+EE;

X(D) = X(D)+h;

EE = q(X(1),X(2));

A(1,d) = (A(1,3)-2*EE)/(h"2);
end;

forQ =1 : M

q = inline(char(Res(Q)), "yl®,"y2");
X(D) = X()+h;

RR = q(X(1),X(2));

RR = X(N+Q)*RR;

X(1) = X(1)-2*h;

EE = q(X(1).,X(2));

EE = X(N+Q)*EE;

X(D) = X()+h;

A(1,3) = A(1,3) + ((RR + EE)/(h"2));
EE = q(X(1).X(2));

EE = X(N+Q)*EE;

A(1,3) = A(1,3) - (2*EE/(h"2));

end;

else
if I<=N & J<=N

g = inline(char(f), yl","y2");
EE = q(X(1),X(2));
A(1,J) = -2*EE;

X(1) = X(D+h;

EE = q(X(1),X(2)):
A(1,3) = A(1,d) + EE;
X(J) = X(@)+h;

EE = q(X(1),X(2));
A(1,3) = A(1,d) + EE;
X(3) = X(@) - 2*h;

EE = q(X(1).X(2));
A(1,3) = A(1,J) -2*EE;
X(1D) = X(1) - h;

EE = q(X(1),X(2));
A(1,3) = A(1,d) + EE;
X(D) = X(1) - h;

EE = q(X(1),X(2));
AC1,J3) = A(1,J) + EE;
X(Jd) = X@) + h;

EE = q(X(1),X(2));
A(1,3) = A(1,d) + EE;
X = X@) + h;

EE = q(X(1),X(2));
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A(1,3) = A(1,J) -2*EE;
X(1) = X()+ h;
EE = q(X(1),X(2));
AC(1,3) = (A(1,3) + EE)/(6*(h"2));
X(I)=X(I)-h;
end;

for Q =1 : M

q = inline(char(Res(Q)),"yl","y2");
EE = X(N+Q)™q(X(1),X(2));
A(1,3) = A(1,3)*(6*(h"2))-2*EE;
X(D) = X()+h;

EE = X(N+Q)™q(X(1),X(2));
A(1,3) = A(1,J) + EE;

X(J) = X(@)+h;

EE = X(N+Q)™q(X(1),X(2));
A(1,3) = A(1,J) + EE;

X(J) = X(I) - 2*h;

EE = X(N+Q)™q(X(1),X(2));
A(1,3) = A(1,J) -2*EE;

XD = X)) - h;

EE = X(N+Q)*q(X(1),X(2));
A(1,3) = A(1,J) + EE;

XD = X(1) - h;

EE = X(N+Q)™q(X(1),X(2));
A(1,3) = A(1,J) + EE;

X(J@) = X)) + h;

EE = X(N+Q)™q(X(1),X(2));
A(1,3) = A(1,J) + EE;

X(J@) = X)) + h;

EE = X(N+Q)™q(X(1),X(2));
A(1,3) = A(1,J) -2*EE;

X(1) = X(1)+ h;

EE = X(N+Q)™*q(X(1),X(2));
ACl1,J) = (A(1,3) + EE)/(6*(h"2));

X(JI)=X(I)-h;
end;
end;
elseif N == 3
ifl ==
if I<=N
q = inline(char(f), "yl","y2","y3");
X(1) = X(1)+h;
AC1,3) = q(X(1),X(2),X(3));
X(1) = X(1)-2*h;

EE = q(X(1),X(2),X(3));

A(1,3) = A(l1,J)+EE;

X(1) = X(1)+h;

EE = q(X(1),X(2),X(3));

A(l1,J) = A(1,J)-2*EE;
end;

for Q =1 : M
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inline(char(Res(Q)), "y1","y2","y3");

end;

else

q:

X(1) = X(1)+h;

RR = q(X(1),X(2).X(3)):;
RR = X(N+Q)*RR;

X(1) = X(1)-2*h;

EE = q(X(1),X(2).X(3));
EE = X(N+Q)*EE;

X(D) = X(1)+h;

A(1,3) = A(1,J) + RR + EE;

EE = g(X(1).X(2),X(3));
EE = X(N+Q)*EE;

A(1,3) = (A(1,J) - 2*EE)/(h"2);

it I<=N & J<=N

end;

for

inline(char(Res(Q)), "y1","y2","y3");

g = inline(char(f), "y1l"

EE = q(X(1),X(2),X(3));
A(1,J) = -2*EE;

X(1) = X(1)+h;

EE = q(X(1),X(2).X(3));
A(1,d) = A(1,J) + EE;
X(J) = X(I)+h;

EE = q(X(1),X(2),X(3));
AC(1,3) = A(1,J) + EE;
X(J) = X(J) - 2*h;

EE = q(X(1),X(2).X(3)):;
A(1,3) = A(1,J) -2*EE;
X(1D) = X(1) - h;

EE = q(X(1),X(2),X(3));
A(1,3) = A(1,J) + EE;
X(1D) = X(1) - h;

EE = q(X(1),X(2),X(3));
AC(1,3) = A(1,J) + EE;
X(J) = X)) + h;

EE = q(X(1),X(2).,X(3));
A(1,d) = A(1,Jd) + EE;
X(J) = X)) + h;

EE = q(X(1),X(2),X(3));
AC(1,3) = A(1,J) -2*EE;
X(1) = X(D+ h;

EE = q(X(1),X(2).X(3)):;

’ .y2

TLTY3T);

AC(1,J3) = (A(1,3) + EE)/(6*(h"2));

X(I)=X(JI)-h;
Q=1:M
q:

EE = X(N+Q)*q(X(1),X(2),X(3));

A(l,J) = A(1,3)*(6*(h"2))-2*EE;

X(1) = X(1)+h;

EE = X(N+Q)™*a(X(1),X(2).X(3));
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A(1,3) = A(1,J) + EE;
X(J) = X()+h;

EE = X(N+Q)*q(X(1),X(2),X(3));
AC(1,3) = A(1,J) + EE;

X(J) = X)) - 2*h;

EE = X(N+Q)*q(X(1),X(2),X(3));
AC(1,3) = A(1,J) -2*EE;

X(1) = X(1) - h;

EE = X(N+Q)*q(X(1),X(2),X(3));
A(1,J3) = A(1,J) + EE;
X(1) = X(1) - h;

EE = X(N+Q)™*q(X(1),X(2),X(3));
A(1,3) = A(1,J) + EE;
X(J) = X(@) + h;

EE = X(N+Q)*q(X(1),X(2),X(3));
A(1,3) = A(1,J) + EE;
X(Jd) = X@) + h;

EE = X(N+Q)*q(X(1),X(2),X(3));
A(1,3) = A(1,J) -2*EE;
X(1) = X(1+ h;

EE = X(N+Q)™*q(X(1),X(2),X(3));
ACl,J) = (A(I J) + EE)Z(6*(h"2));
X(3)=X(JI)-h

end;
end;
elseif N == 4
ifl==21
if I <=N
inline(char(f),"yl","y2","y3","y4"); )
X(1) = X(1)+h;
AC1,3) = q(X(1),X(2),X(3).X(D));
X(1) = X(1)-2*h;

end;

for

inline(char(Res(Q)), "yl-,"y2","y3"

EE = q(X(1),X(2),X(3),X(4));
A(1,3) = A(I,J)+EE;

X(1) = X(1)+h;

EE = q(X(1),X(2),X(3),X(4));
A(1,3) = (A(1,J)-2*EE)/(h"2);

Q=1:M

q:

A

X(1) = X(1)+h;

RR = q(X(1),X(2),X(3),X(4));
RR = X(N+Q)*RR;

X(1) = X(1)-2*h;

EE = q(X(1),X(2),X(3),X(4));
EE = X(N+Q)*EE;

X(1) = X(1)+h;
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end;

else

AC1,d) = AC(1,3) + (RR + EE)/(h"2);
EE = q(X(1),X(2),X(3),X(4));

EE = X(N+Q)*EE:

A(1,J) = A(1,3) - 2*(EE/(h"2));

if I<=N & J<=N

inline(char(f), "yl","y2","y3","y4");

end;

for

inline(char(Res(Q)),"y1","y2","y3

EE = q(X(1).,X(2).X(3)
A(1,J) = -2*EE;

X(1) = X(1)+h;

EE = a(X(1).,X(2),X(3)
A(1,J3) = A(1,J) + EE;
X(J) = X @)+h;

EE = a(X(1),X(2),X(3)
A(1,3) = A(1,J) + EE;
X)) = X@@) - 2*h;

EE = a(X(1).,X(2),X(3),X(4));
A(1,3) = A(1,J) -2*EE;

X = X)) - h;

EE = a(X(1),X(2),X(3),X(4));
A(1,J3) = A(1,J) + EE;
XD = X)) - h;

EE = q(X(1).,X(2).X(3)
A(1,3) = A(1,J) + EE;
X)) = X@Q) + h;

EE = a(X(1).,X(2).X(3)
A(1,J3) = A(1,J) + EE;
X(J) = X)) + h;

EE = a(X(1),X(2),X(3),X(4));
A(1,3) = A(1,J) -2*EE;

X)) = X+ h;

EE = a(X(1),X(2),X(3),X(4));
A(1,d) = (A(I J) + EE)/(6*(h"2));
X(3)=X(3)-h

X(4));

,X(4));

.X(4));

X(4));

,X(4));

Q=1:M

T, Ty4AT);

EE = X(N+Q)*q(X(1),X(2),X(3),X(4));
AC1,3) = A(1,J)*(6*(h"2))-2*EE;
X(1) = X(1)+h;

EE = X(N+Q)*q(X(1),X(2),X(3),X(4));
A(1,3) = A(1,J) + EE:
X(J) = X(I)+h;

EE = X(N+Q)*q(X(1),X(2),X(3),X(4));
A(1,3) = A(1,J) + EE;

X(J) = X() - 2*h;

EE = X(N+Q)*q(X(1),X(2),X(3),X(4));
A(1,3) = A(1,J) -2*EE;

X(1) = X(1) - h;

EE = X(N+Q)*q(X(1),X(2),X(3),X(4));
A(1,3) = A(1,J) + EE;
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inline(char(f), "yl1","y2",

q
inline(char(Res(Q)),"yl1","y2","y3","y4

X(1) = X(1) - h;

EE = X(N+Q)*q(X(1),X(2),X(3),X(4));
A(1,3) = A(1,J) + EE:

X(J) = X)) + h;

EE = X(N+Q)*q(X(1),X(2),X(3),X(4));
A(1,3) = A(1,J) + EE;

X(J) = X(J) + h;

EE = X(N+Q)*q(X(1),X(2),X(3),X(4));
A(1,3) = A(1,J) -2*EE;

X(1) = X(1)+ h;

EE = X(N+Q)*q(X(1),X(2),X(3),X(4));
AC(1,3) = (A(1,3) + EE)/(6*(h"2));

else

X(JI)=X(JI)-h;
end;
end;
ifl ==
if I<=N
q:
"y3T,y4","y5%);
X(1) = X(1)+h;
AC1,3) = q(X(1),X(2),X(3),X(4),X(5));
X(1) = X(1)-2*h;

EE = g(X(1),X(2),X(3),X(4),X(5));
A(1,3) = A(l,J)+EE;

X(1) = X(1)+h;

EE = a(X(1),X(2),X(3),X(4),X(5));
A(1,3) = (A(1,3)-2*EE)/(h"2);

end;
for Q =1 : M
:,'y5');
X(1) = X(1)+h;

RR = q(X(1),X(2),X(3),X(4),X(5));
RR = X(N+Q)*RR;

X)) = X(1)-2*h;

EE = q(X(1),X(2).X(3).X(4).X(5)):
EE = X(N+Q)*EE;

X(1) = X(1)+h;

A(1,3) = A(1,3) + (RR + EE)/(h"2);
EE = q(X(1),X(2).X(3).X(4).X(5)):
EE = X(N+Q)*EE;

A(1,3) = A(1,d) - 2*(EE/(h"2));

end;

else
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it I<=N & J<=N

inline(char(f), yl","y2","y3","y4" "y

end;

for

inline(char(Res(Q)),"yl","y2","y3","

X(N+Q)*q(X(1) ,X(2) ,X(3) ,X(4) ,X(5));

X(N+Q)*q(X(1) ,X(2) ,X(3) ,X(4) ,X(5));

X(N+Q)*a(X(1) ,X(2) ,X(3) ,X(4) ,X(5));

X(N+Q)*a(X(1) ,X(2) ,X(3) ,X(4) ,X(5));

X(N+Q)*a(X(1) ,X(2) ,X(3) ,X(4) ,X(5));

X(N+Q)*q(X(1) ,X(2) ,X(3) ,X(4) ,X(5));

q:

5%);

EE = q(X(1),X(2),X(3)
A(l1,J) = -2*EE;

X(1) = X(1)+h;

EE = q(X(1),X(2),X(3)
AC1,J) = A(1,Jd) + EE;
X(J) = X(JI)+h;

EE = q(X(1),X(2),X(3)
A(1,3) = A(1,J) + EE;
X(J) = X@) - 2*h;

EE = q(X(1),X(2),X(3)
AC1,d) = A(1,d) -2*EE;
X(D) = X(1) - h;

EE = q(X(1),X(2),X(3)
A(1,3) = A(1,J) + EE;
X(1D) = X(1) - h;

EE = q(X(1),X(2),X(3)
AC1,d3) = A(1,Jd) + EE;
X(J) = X@) + h;

EE = q(X(1),X(2),X(3)
AC1,J) = A(1,Jd) + EE;
X(J) = X(J) + h;

EE = q(X(1),X(2),X(3)
A(1,3) = A(1,J) -2*EE;
X(1) = X(D+ h;

.X(4),

X(4),

.X(4),

X(4),

X(4),

.X(4),

- X(4),

.X(4),

X());

X(3));

X(5));

X(5));

X(3));

X(5));

X(3));

X(5));

EE = a(X(1),X(2),X(3),X(4),X(5));
A(1,3) = (A(1,J) + EE)/(6*(h"2));

X(I)=X(I)-h;
Q=1:M
q:
y4©,"y5%);
EE =

AC1,3) = A(1,I)*(6*(h"2))-2*EE;

X(1) = X(1)+h;
EE =

A(1,3) = A(1,J) + EE:
X(J) = X(I)+h;
EE =

A(1,3) = A(1,J) + EE;
X(d) = X)) - 2*h;
EE =

A(1,3) = A(1,J) -2*EE;

X(D = X(1) - h;
EE =

AC(1,3) = A(1,J) + EE;
X(1) = X(1) - h;

EE =
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A(1,3) = A(1,J) + EE;

X(J) = X(J) + h;

EE =
X(N+Q)*g(X(1),X(2) ,X(3),X(4) ,X(5));

A(1,3) = A(1,J) + EE;

X(J) = X(J) + h;

EE =
X(N+Q)*q(X(1),X(2) ,X(3) ,X(4) ,X(5));

A(1,3) = A(1,J) -2*EE;

X(1) = X()+ h;
XN+QY*q(X(1) . X(2) . X(3) . X(4) , X(5)); ii|?3) = (A(1,3) + EE)/(6*(h"2));
X()=X(3)-h;
end;
end;
end;
end;
end;
% end;
if N ==2
for 1 =1 : N

q = inline(char(f), "yl","y2");

X(1) = X(1)+h;

FE() = q(X(1).X(2)):

X)) = X(1)-2*h;

EE = a(X(1).X(2));

X)) = X(D+h;

FF(1) = (FF(1) - EE)/(2*h);
end;

for J =1 : M
for 1 =1 - N+M

q = inline(char(Res(J)),"yl","y2");
X(1) = X(1)+h;

RR = q(X(1),X(2));

RR = X(N+J)*RR;

X)) = X(1)-2*h;

EE = q(X(1),X(2));

EE = X(N+J)*EE;

X)) = X(D)+h;

FF(1) = FF(1) + (RR - EE)/(2*h);

end;
end;
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elseif N

for

end;

for

end;
elseif N

for

end;

for

== 3

1 : N

q = inline(char(f), yl","y2","y3");
X(1) = X(1)+h;
FE(1) = a(X(1),X(2),X(3));

X(1) = X(1)-2*h;
EE = q(X(1),X(2),X(3));
X(1) = X(1)+h;

FF(1) = (FF(1) - EE)/(2*h);

J=1:M

for 1 =1 - N+M

q = inline(char(Res(J)),"yl","y2","y3");

X(1) = X(1)+h;

RR = q(X(1),X(2),X(3));

RR = X(N+J)*RR;

X(1) = X(1)-2*h;

EE = q(X(1),X(2),X(3));

EE = X(N+J)*EE;

X(1D) = X(1)+h;

FF(1) = FF(1) + (RR - EE)/(2*h);

end;

== 4
I =1:N

q = inline(char(f), y1","y2","y3","y4");
X(1) = X(1)+h;

FEC(D) = q(X(1),X(2),X(3),X(4));

X(1) = X(1)-2*h;

EE = q(X(1),X(2),X(3),X(4));

X(1) = X(1)+h;

FF(1) = (FF(1) - EE)/(2*h);

J=1:M

for 1 =1 : N+M

g = inline(char(Res(J)),"yl1","y2","y3"

X(D) = X()+h;

RR = q(X(1),X(2),X(3),X(4));
RR = X(N+J)*RR;

X(1D) = X(1)-2*h;

EE = q(X(1),X(2),X(3),X(4));
EE = X(N+J)*EE;

X(D) = X()+h;
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FF(1) = FF(1) + (RR - EE)/(2*h);

end;

end;

else

for 1 =1 : N
g = inline(char(f), yl","y2","y3","y4","y5");
X(D) = X(D)+h;
FF(I) = q(X(1),X(2),X(3),X(4),X(5));
X(1) = X(1)-2*h;
EE = q(X(1),X(2),X(3),X(4),X(5));
X(D) = X(D)+h;
FF(1) = (FF(1) - EE)/(2*h);

end;

for J =1 : M
for 1 =1 : N+M

q = inline(char(Res(Jd)),"yl","y2","y3","y4","y5");
X)) = X(D)+h;

RR = q(X(1),X(2).X(3),X(4).X(5)):
RR = X(N+J)*RR;

X)) = X(1)-2*h;

EE = q(X(1),X(2),X(3),X(4),X(5));
EE = X(N+J)*EE;

X)) = X()+h;

FF(1) = FF(1) + (RR - EE)/(2*h);

end;
end;
end;
for 1 =1 - N+M
AL, N+M+1) = -FF(1);
end;
if K==1
R = 0;
for 1 =1 - N+M

if abs(FF(1)) > R
R = abs(FF(1));

end;
end;
EP(K)=R;
if FLAG == 2
fprintf(OUP, ° %2d", K-1);
for 1 =1 - N+M
fprintf(OUP, = %11.8F", X(1));
end;
fprintfF(OUP, "\n%l1l2.6e\n", R);
end;
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end;

% PASO 4
K1 = N+M-1;
OK = TRUE;
11 = 1;

while OK == TRUE & 11 <= K1
71 = abs(A(I1,11));

IR1 = 11;
1A1 = 11+1;
for J1 = 1A1 : N+M
if abs(A(JL,11)) > 71
IR1 = J1;
Z1 = abs(A(J1,11));
end;
end;

if Z1 <= 1.0e-20
OK = FALSE;
else
if IR1 =11
for J1 = 11 : N+M+1
Cl = A(11,J1);
A(11,J1) = A(IR1,J1);
A(IR1,J1) = C1;

end;
end;
for J1 = 1A1 : N+M
Cl = AQJ1,1)/7A11,11);

if abs(Cl) <= 1.0e-20
Cl = 0;
end;
for L1 = 11 : N+M+1
A(J1,L1) = A(J1,L1)-C1*A(I1,L1);
end;
end;
end;
11 = 11+1;
end;

if OK == TRUE
if abs(A(N+M,N+M)) <= 1.0e-20

OK = FALSE;
else
Y(N+M) = A(N+M,N+M+1)/A(N+M,N+M) ;
for 11 =1 : K1
J1l = N+M-11;
JA1 = J1+1;
Cl = A(J1,N+M+1);
for L1 = JA1 : N+M
Cl = C1-A(J1,L1)*Y(LD);
end;
Y(J1) = C1/A(J1,31);
end;
end;

end;
if OK == FALSE
fprintf(l, "El sistema lineal es singular\n®);
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end;

if OK == TRUE

% PASO 5
R = 0;
for I = 1 - N+M
if abs(Y(1)) >R
R = abs(Y(1));
end;
X(D) = XCH+Y();
end;
EP(K)=R;
if FLAG ==
fprintf(OUP, ° %2d", K);
for I = 1 - N+M
fprintf(OUP, = %11.8F", X(1));
end;
fprintf(OUP, "\n%l12.6e\n", R);
end;
% PASO 6
ifFR<=T
OK = FALSE;
fprintfF(OUP, "La solucion en la iteracion %d es:\n\n", K);
for 1 =1 : N+M
fprintfF(OUP, = %11.8F", X(1));
end;
fprintF(OUP, °“\n\n con una tolerancia %.10e\n", T);
% PASO 7
else
K = K+1;
end;
end;
end;
T=0;
it K>NN
T=K;
K=NN;
end;
EP=EP(1:K);
figure(l);

semilogy(EP, " --
rs®,"LineWidth",2, "MarkerkEdgeColor*, k", "MarkerFaceColor®, "g", "MarkerSize",
5);
title("METODO DE NEWTON-RAPHSON®");
xlabel (" Iteraciones®);
ylabel ("Error®);
if T >NN
% PASO 8
fprintfF(OUP, "El proceso no converge en %d iteraciones\n”, NN);
end;
if OUP ~= 1
fclose(OUP);
fprintf(l, "Fichero de salida %s creado satisfactoriamente
\n",NAME) ;
end;
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EJEMPLOS

1) Una ventana esta formada por un rectangulo rematado con un
semicirculo en la parte superior. Si el marco ha de tener una longitud de
10m, determinar sus dimensiones para que la superficie de la ventana sea
maxima.

La funcién a optimizar es:
2

A= zrD—+Dx
8
S.a.

7r§+2x+D:10

Las soluciones del problema son:

Y1=D=2.8m
Y2=x=1.4m

A=7m

Para resolver el problema con nuestra subrutina, lo hacemos de la
siguiente manera:

Este es el metodo de Optimizacion funciones no lineales por Multiplicadores de Lagrange.
La funcion y las restricciones pueden ser escritas ahora o leidas de un fichero.

El numero de variables de la funcion no puede exceder de 5.

En otro caso habria que modificar el programa.

Escriba el numero de variables N.

(Introducimos el nimero de variables que tiene la funcion a optimizar) en nuestro caso 2.

Escriba el numero de restricciones M.
(Introducimos el nimero de restricciones a las que esta sujeta la funcion, siempre debe ser
menor que N) en nuestro caso 1.

Entrada de la funcion

1. Pantalla

2. Fichero de texto

Escriba 1 0 2

(Nos da la opcion de introducir los datos por fichero o por pantalla) en nuestro caso 1
(Pantalla).
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Escriba la funcion F en terminos de y1 ... y2
(Escribimos la funcion a optimizar, sustituyendo las variables por y1,y2,...) en nuestro caso
pi*(1°2/8)+yl*y2

Escriba la restriccion Res(1) igualada a cero (solo el primer miembro)

en terminos de y1, ..., y2

(Procedemos de la misma forma con la restriccion, teniendo en cuenta que debe estar
igualada a 0 y sélo colocaremos el primer miembro de la igualdad) en nuestro caso
pi*(y1/2)+2%2+yl1-10

Escriba la aproximacion inicial X(1)

0

Escriba la aproximacion inicial X(2)

0

Escriba la aproximacion inicial X(3)

0

(Las aproximaciones iniciales son los valores que van a tomar inicialmente las variables
para el método iterativo) en nuestro caso 0.

Escriba la tolerancia T.
(La tolerancia es el maximo error permitido en la aproximacion de una solucion) en
nuestro caso le-3.

Escriba el numero maximo de iteraciones NN.

(Es el numero de iteraciones en el que el programa finalizara si no ha encontrado solucion
anteriormente. Si el programa llega a este nimero méximo, el sistema no converge) en
nuestro caso 100.

Salida de datos

1. Pantalla

2. Fichero de texto

Escriba 1 0 2

(El programa nos da la posibilidad de obtener los resultados en la pantalla de comandos de
matlab o bien en un fichero cuya ubicacion introducimos también) en nuestro caso 1
(Pantalla).

Seleccione la cantidad de resultados que desea visualizar

1. Solo la respuesta

2. Todas las aproximaciones intermedias

Escriba 1 02

(Podemos elegir si visualizar una por una todas las iteraciones o bien visualizar solamente
la iteracion final en la que se llega al resultado) en nuestro caso 2(Todas las
aproximaciones intermedias).
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METODO DE OPTIMIZACION POR MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Iteracion, Aproximacion, Error

0 0.00000000 0.00000000 0.00000000
1.000000e+001

1 2.80049577 1.40024788 -1.40024788
2.800496e+000

2 2.80049577 1.40024788 -1.40024788
1.142447e-011

La solucion en la iteracion 2 es:
2.80049577 1.40024788 -1.40024788

con una tolerancia 1.0000000000e-003

METODO DE NEWTON-RAPHSON

10 T T T T T
OL

Error
/

-10 S

10 S -

10'12 | | | | | | | | T

|
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
lteraciones

Podemos ver que los resultados obtenidos son correctos.
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2) Dado el programa: Minimizar f =x* - y*(calcular su minimo local)
s.a: x> —y=1

Las soluciones de este problema son:

Y1=x=0
Y2=y=-1
F=-1

El problema lo resolvemos de la siguiente manera:

Este es el metodo de Optimizacion funciones no lineales por Multiplicadores de Lagrange.
La funcion y las restricciones pueden ser escritas ahora o leidas de un fichero.
El numero de variables de la funcion no puede exceder de 5.
En otro caso habria que modificar el programa.
Escriba el numero de variables N.

2
Escriba el numero de restricciones M.

1
Entrada de la funcion

1. Pantalla
2. Fichero de texto
Escriba 1 02

1
Escriba la funcion F en terminos de y1 ... y2

y172-y272
Escriba la restriccion Res(1) igualada a cero (solo el primer miembro)
en terminos de y1, ..., y2

y172-y2-1
Escriba la aproximacion inicial X(1)

0
Escriba la aproximacion inicial X(2)

0
Escriba la aproximacion inicial X(3)

0
Escriba la tolerancia T.

le-3
Escriba el numero maximo de iteraciones NN.

100

Salida de datos

1. Pantalla
2. Fichero de texto
Escriba 1 02

1
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Seleccione la cantidad de resultados que desea visualizar

1. Solo la respuesta

2. Todas las aproximaciones intermedias

Escriba 1l 02

2

METODO DE OPTIMIZACION POR MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Iteracion, Aproximacion, Error

0 0.00000000 0.00000000 0.00000000
1.000000e+000

1 0.00000000 -1.00000000 2.00000000
2.000000e+000

2 0.00000000 -1.00000000 2.00000000
1.095568e-012
La solucion en la iteracion 2 es:

0.00000000 -1.00000000 2.00000000

con una tolerancia 1.0000000000e-003

METODO DE NEWTON-RAPHSON
10 T T T T T

100 a

10 S -

Error
4

107 | o |

-10 N

10 | ~ .

10'12 | | | | >

|
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
lteraciones

55



BIBLIOGRAFIA

http://sistemas.itlp.edu.mx/tutoriales/investoper2/
http://www.uaem.mx/posgrado/mcruz/maximominimo.pdf
http://www.elprisma.com/apuntes/ingenieria_industrial/optimizacion/default.asp
http://www.ica.luz.ve/~lzerpa/optimizacionparaingenieros/introduccion-repaso.pdf
http://home.ubalt.edu/ntsbarsh/opre640s/spanishd.htm
http://es.wikipedia.org/wiki/optimizaci%c3%b3n

http://exa.unne.edu.ar/investigacion/calculo2/public_html/anamatl doc/

56


http://www.uaem.mx/posgrado/mcruz/maximominimo.PDF
http://www.ica.luz.ve/~LZERPA/OPTIMIZACIONPARAINGENIEROS/INTRODUCCION-REPASO.PDF
http://home.ubalt.edu/ntsbarsh/opre640S/SpanishD.htm
http://es.wikipedia.org/wiki/Optimizaci%C3%B3n

	MULTIPLICADORES
	DE LAGRANGE
	ÍNDICE
	INTRODUCCIÓN TEÓRICA
	Formas Cuadráticas
	TEOREMA 1
	DEMOSTRACIÓN



	EXTREMOS DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES
	EXTREMOS LIBRES DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES
	CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA EXISTENCIA DE EXTREMOS LOCAL
	Supongamos entonces que la función z=f(x,y) definida en un r

	EXTREMOS DE FUNCIONES CON VARIABLES LIGADAS  O EXTREMOS COND
	INTRODUCCION
	Sea en general z = f(x,y) una función diferenciable  de dos 
	(2´)
	(ya que es y´= -),
	Luego, como  dx  es incremento independiente,  necesariament

	Optimización (matemática)
	MAXIMOS Y MINIMOS
	TÉCNICAS DE OPTIMIZACION CLÁSICA.
	Método de Newton
	Método de derivadas restringidas (Jacobiano).
	Método Lagrangiano.
	EL METODO SIMPLEX
	LA PROGRAMACIÓN NO LINEAL: METODOS DE GRADIENTE.
	Método Newton-Raphson
	Obtención del algoritmo
	Algoritmo de Newton-Raphson
	Obtención de la matriz A
	Algoritmo de Newton Modificado
	Método de ascenso pronunciado (steepest ascent)
	Tipos de optimizaciones
	Programación Lineal (PL)
	Optimización con información no perfecta


	Joseph-Louis de Lagrange
	MÉTODO DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
	MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
	Para hallar los puntos críticos se resuelve el siguiente sis

	DEFINICIÓN DEL PROBLEMA
	Elaboración del Trabajo
	Cálculo de las derivadas primeras
	Cálculo de las segundas derivadas
	SUBRRUTINA:
	MÉTODO DE OPTIMIZACION POR
	MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
	EJEMPLOS
	BIBLIOGRAFÍA

